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1) Datelematrici:
el 30 el O -2(‘j el -20
A=§-2 -20 B=%1 C= Ry 1 3
2 foom o o

eseguire, ove possibile, le seguenti operazioni:
AA+tB b A+C; OB C; dAC, B A fIC-A g2A

Osserviamo, in primo luogo, che:
- Aéunamatricedi ordine3" 2
- Beunamaricedi ordine3” 3
- Ceéunamédricedi ordine3" 2
Ne segue, pertanto, che:
a) A+B non é posshile perché le due matrici hanno ordine diverso
b) A+C é posshile perché le due matrici hanno stesso ordine
el 36 el -20 e&l-1 3-206 &0 16
A+C=%2 -27+8 1 37=%2+1 -2+37=%1 17
-3 1,3 éo E, -3+0 1+3Q, -3 4

&0 16
A+C=%1 1
S3 4

¢) B" C e posshile perchéil numero delle colonne di B e uguale d numero ddlerighedi C

el 0 -2 ael -26 3-1)X-1)+02+(-2)>0 (-1)X-2)+ 03+(-2)88
‘c=%1 3781 3.=¢ 1{-1)+01+30 1(-2)+ 0x3+ 33 1=
é 0 35 éo 35 & 0x-1)+0¢+30 0q-2)+08+38

el 2-60 a1 -406
=%-1 -2+97=%1 7
éO 9 g éO 9g

el -406
‘c=%1 72
éO 9%

d) A" C non é possihile perchéil numero dele colonnedi A édiverso dd numero ddlerighedi C
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€) B" A eposshile perchéil numero delle colonnedi B e ugude d numero ddlerighed A
el 0 -26 &l 30 a-1x1+0q-2)+(-2)x-3) (- 1x3+0x-2)+(-2)x6
B A=¢ 1 0 8 %2 -20=¢ 14+0-2)+3o-3) 13+0x(-2)+ 34 .=
éo 0 34 é-s 1y & 0+0q-2)+3¢-3) 056+0¢(-2) +3L
®1+6 -3-26 @5 -56
=%1-9 3+3.=%8 6.

é-g 3 5 &9 33
&5 -50
B A=%8 6.
So 3

f) C- A épossibile perché le due matrici hanno stesso ordine
el -26 &1 30 e-1-1 -2-306 &2 -506
C-A=§ 1 38I-§-2 -2i=8-(-2) 3-(-2)I=f 3 5
o &3 15 (3 1583 2

®e2 -50
C-A=¢ 3 5
53 2

g) 2 A epossibile perché é sempre possibile maltiplicare una matrice per un numero qualsias
el 306 24 28 0 &2 66

f oA +_C -_ +

2 A=2%-2 -20=¢2(-2) 2{-2)i=¢-4 4D
é-s 1 &2{(-3 24 5 &6 25

&2 60
2" A=%-4 -47
G625

2) Utilizzando il Teorema degli Orlati, calcolareil rango della seguente matrice:
el 2 1 46
g0 1 2 7]
¢5 10 5 20¢
€1 -1 1 33
Iniziamo con | osservare che lamétrice A € quadratadi ordinem n=4" 4, per cui risulta:
O£ r(A) £ mn{m n} =min{4, 4} =4
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Poiché, inoltre, lametrice A non € lamatrice nullassgue cher(A) * 0. Dunque:
O<r(A)£4
Congderiamo ora un minore del secondo ordine diverso da zero. Sa esso, ad esempio:

2
=-1'0 b r(A)z2
0 1

Cdcdiamod ora i minori orlai di M;, dd terzo ordinge, osservando che sono tutti nulli dlora &
r(A) = 2, mentre s2 ne esste dmeno uno non nullo er(A) 3 3. Otteniamo, dlora:

M‘

-1 2 1 -1 2 4

0O 1 2/=-5-20+0+5+20- 0=0; 0 1 7|=-20-70+0+20+70- 0=0;
-5 10 -5 10 20

-1 2 1 -1 2 4

0O 1 2=-1+4-0-1-2-0=0; 0O 1 7/=-3+14+0-4-7-0=0

1 -1 1 1 -1 3

Poiché abbiamo trovato che tutti i minori orlati di My dd terzo ordine sono ugudi a zero possamo
afemare che

r(A) =2
3)
A 1 -2 45
(; -
aef0 1013
¢2 -1 1 o0+
€ 1 2 55

a) Calcolareil suo determinante

Essendo A una mdrice quadrata di ordine 4, risulta posshbile cacolare il suo determinante utilizzando il
metodo di Laplace, sviluppandolo ripetto dla seconda o dla terza riga (€ piu conveniente scegliere tali
righein quanto in essevi € un demento nullo, adifferenzaddle dtre righel!!).

Scegliamo, ad esempio, la secondariga. Per laregolade segni otteniamo:

+
ad 1 -2
¢

A0 101
62 -1 1 0=
€ 1 2 55
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Cdcoliamo orail deerminante di A:
1 -2 4 |1 -2 1 1 1 1 -2
detA=-0%1 1 0|+1 1 0-1¥2 -1 0Q+3R -1 1=
1 2 5 3 2 5§ |3 1 5 (3 1 2
=-0%5- 0- 8- (4+0+10)g+1x5- 0+16- (12+0- 20)g+
- 15§-5 +0+8- (- 12+ 0+10)g+3%§-2 +3- 4- (6+1+4)g=

=0X- 3- 14) +1{ 21+8)- 1{3+2) + 3¢(- 3- 11) = 0q- 17) +1X 29)- 1x5) + 3x(- 14) =
=0+29-5- 42=-18
Dunque:

detA=-18

b) Dire se éridotta ed in caso contrario ridurla attraverso le operazioni el ementari
da 1 -2 46
A:go 1 1 3
¢2 -1 1 0+
€ 1 2 55
Ricordiamo che una mdrice ridotta (per righe) € una matrice tde che in ogni riga risulta possbile

trovare un demento specide, non nullo, d di sotto del quae tutti gli Atri dementi della matrice gessa
sono nuli.

Invirtu di tale definizione risulta facile convincers che lamatrice data non € ridotta
Cerchiamo, pertanto, di ridurla Sfruttando le operazioni dementari sulle righe, o sulle colonne, di A:

A 1 -2 4 aé1-24('j A 1 -2 4
S0 1 1 3: 0 1 0 1 1 3
82 11 %,{%%%4@90 . _8_%,{%34@9 D _8%%%%34@%@
€ 1 2 55 € 1 2 55 € -2 8 -7;
A 1 -2 4b A 1 -2 4 A 1 -2 46
S0 1 1 3 0 1 1 3C 0 1 1 3%
o 0 8 1 URBBEL o g HEUO g 0 8 1%
€ .2 8 .75 € o0 10 -15 go 0 18 0
Dunque lamétrice ridottasara

A 1 -2 46

g -

Lo 113
€0 0 8 1=
€0 o0 18 o0j
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dove:
a1=1, a2 =1, az=1

sono gli dementi specidi rigpettivamente ddlla prima, della seconda e ddla terza riga ddllamatrice.
4) Calcolare, se esiste, I'inversa della seguente matrice:;

da 0 -16

A=S2 2 -1l

éo 1 4y
Iniziamo con il vedere se esste 0 meno la matrice inversa di A cdcolando il suo determinante. Risulta
pertanto:

1 0 -1
detA=|2 2 -1=8-2+1=7*0 b $A' invasad A
0 1
Dunque:
detA =7
Primo metodo
Cdodiamol’inversadi A utilizzando il metodo dai complementi agebrid, ovwero lardazione
at=_1 K)
detA .
Dobbiamo quindi scrivere, in primo luogo, lameatrice del complementi dgebrid A . Risulta
2 - 2 -1 2 2
=+ :9’ =_ :-8; =+ :2’
o] . o ]
c-o_l-l c-+l_—4 c—lo-l'
271 4 7 270 4 "7 S O
0 - 1 -1 1 0
C31:"'2 _:]l|:2; Cazz"z _1‘:'1’ C33:+2 2‘:2
dacui segue
&9 -8 20 &9 -1 26
A=g1 4 -17 p  (A) =58 4 -1
2 -1 24 éz -1 25
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Pertanto
@9 1 20
9 -1 20 ¢ 7 7%
A1:i>(,0:)-r:£>g-8 4 _1:=Q_§ i -l_
detA § T ¢ 7 7 71
2 -1 25¢, 1 2f
§€7 7 73
Dunque:
@9 1 20
g 77 7L
A’l:g-g i -l+
¢7 7 77
¢2 1 2
é? 7 Tg
Secondo metodo

Affianchiamo dlamatrice A, di ordine 3" 3, lamatrice identitaddlo $es0 ordine
a 0 -1|1 0O OQ
[All,]=¢2 2 -1|0 1 o

0 1 4|0 0 1
/) \ /)
vV N
A I3
Effettuiamo ora le operazioni dementari sulle righe, o sulle colonne, di [Alls] in modo tae da ottenere,

dlafine, unamatrice dllaforma[ls|B], dove lamatrice B saraproprio I'inversg, A%, di A:

a 0 -1|1 0 06 A 0 -1] 1 0 0
[Al]=82 2 -1 |0 1 0[%%%%®EO 2 1|-2 1 O %%H%%D
éo 1 410 0 1j 0 1 4/ 0 0 1

4 0 -1 1 0 05 4 0 -1 1 0 06
002 1]-2 1 OHYKHLBO 14 0[-16 8 -2%%%LS
éo 0 7| 2 -1 24 0 0 7| 2 -1 2
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gel o o 2 .1 29
& 0 0] 9 -1 25 ¢ T
0 14 0/-16 8 -2 %%%LWS 8 4 1
- 22%%%We 1 o|-= = -=7
4 ROZR ¢ 7 7 I
0 O 7 2 '1 Zﬂ R2®iR2 g 2 1 ZT
wh B0 1 707 7
! \ % 52
'
- I3 Al
Dunquerisulta:
=9 1 26
27 7 7%
A’l:g-g i -l+
¢ 7 7 7%
¢2 1 2
é? 7 Tg

5) Dati i seguenti vettori
v,=(1,0,1), v,=(2,02), v;=(111)
verificare se sono linearmente indipendenti o dipendenti

Primo metodo
Sfruttiamo la definizione di lineare dipendenza o indipendenzadi vettori.
Scriviamo una combinazione lineare de tre vettori e la eguagliamo d vettore nullo, precisamente:
(*) kv, +Kov, +Kav, =0
dovei ki (i = 1, 2, 3) sono degli scdari ovvero del numeri redi.
Poniamo orandla(*), d posto de Vvettori, le terne assegnate:
k (1,0, 1) +k,(2, 0, 2)+k,(1,1,1) =(0, 0, 0)

Moltiplichiamo ciascuna componente ddl vettore per il corrispondente scaare:

(ki 0,k )+(2, 0, 2) +(k, ks, k) =(0, 0, 0)
Sommiamo ora componente per componente:

(k + 2k, +k;, 0+0+k;, k +2,+k;)=(0, 0, 0)
cio&

(k + 2k, +k 4, ky, k + 2k, + k;)=(0, 0, 0)
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Affinché I'equazione sopra sritta da soddidfata, i due membri devono essere ugudi, ovwwero | due
vettori (quelo che figura d primo membro e qudlo che figura d secondo membro) devono avere
ugudi le componenti che g trovano nella medesma posizione, precisamente deve risultares

|k +2k,+k; =0

|k3 =0

,k +2K,+k; =0
Resta quindi da risolvere il 9stema sopra riportato, ovvero determinare i vaori dele incognite ki (i = 1,
2, 3), oservando che se sono tutti nulli dlora i vettori assegneti sono linearmente indipendenti, mentre

Se ne esste uno diverso da zero dlorasamo ndl caso dellalineare dipendenza dei vettori.
Sottolineiamo, in primo luogo, che s tratta.di un sStema quadrato di tre equazioni in tre incognite
Ddla seconda equazione otteniamo:

ks =0
Sodtituiamo tde vaore, ad essmpio, ndlla prima equazione:
ki+2k2=0 P ki=- 2k
Sodtituiamo i vaori fino ad oratrovati ndlaterza equazione:
-2k +2k,=0 b 0=0
quindi laterza equazione non ha portato acun contributo a risultati precedentemente trovati.
Abbiamo cos ottenuto:
ks=0
k]_ =- 2k2
Dunque, per k> =1, una possibile soluzione dd Sstema sradata ddla terna:

(k]_, k2$ k3) = (' 2’ 1’ 0)

Poiché gli scdai, soluzione dd nodro Sgema, non sono tutti nulli (k; dipende da ka!!!) i tre vettori
assegndi risultano linearmente dipendenti.

Secondo metodo
Sfruttiamo lanozione di rango.
Congderiamo la matrice codituita dai tre vettori riga assegnéti:

d 0 1@
A, =S2

él 1y

Determiniamo il rango di A, sgpendo che due o piu vettorl sono linearmente indipendenti se il rango
della matrice ad ess associata € massimo.
Risulta, pertanto:

0<r(A)£3
(lametrice A non élamatrice nulla!!)
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Per il cdcolo dd rango di A, gpplichiamo il teorema di Kronecker e congderiamo il seguente minore di
ordine 2 diverso da zero:

Ml:‘z 1:210 p r(A)32
11
Cdooliamo adeso I unico minore orlato di My

1 O

2 0 =2-2=0

1 1

Dunque, poiché tde minore € nullo risulta r(A) = 2, cioé il rango di A non € massmo. | Vvettori sono

pertanto linearmente dipendenti.
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